KOMPLEKSNA ANALIZA

PAVLE PANDZIC, 2. PREDAVANIJE

Prisjetimo se:

Skup kompleksnih brojeva:
C:{z:x—l—yi‘x,yeR},
¢ini polje uz operacije
(a+bi)+ (c+di) = (a+c)+ (b+d)i;
(a+ bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.
Zaz =1x + yi € Cdefiniramo Rez =z, Imz =y, z =z —yi, te |z| = \/m
Argument arg z je realni broj iz (—m, | koji predstavlja veli¢inu kuta izmedu pozitiv-
nog dijela osi x 1 zrake iz ishodiSta koja prolazi kroz z.
Koriste¢i modul i argument, 2 moZemo izraziti u trigonometrijskom obliku:
z = |z|(cosarg z + isinarg z) = |z|e" 8.
Za interval vrijednosti argumenta moze se uzeti i neki drugi interval duljine 27, npr.
[0, 27).
Skupove C i R? identificiramo na uobi&ajeni nacin:
z=x+iy € C+ (r,y) € R%

Pomocu te identifikacije prenosimo na C sve topoloske pojmove koje znamo na R?,
kao Sto su udaljenost, kugle (krugovi), otvoreni i zatvoreni skupovi, kompaktni 1 povezani
skupovi, te konvergencija nizova 1 neprekidnost funkcija.

U ovom ¢e nas kolegiju prvenstveno zanimati kompleksne funkcije kompleksne varija-
ble, odnosno funkcije f : 2 — C, gdje je 2 otvoren skup u C. Cesto ¢emo pretpostavljati
da je €2 podrudje, odnosno otvoren i povezan skup.

Derivabilne (holomorfne) funkcije

Funkcija f : €2 — C je derivabilna (holomorfna) na €2 ako za svaki z, € 2 postoji

0.1) F(z) = lim M
Z—20 zZ— 20
U tom slucaju formula (0.1) definira funkciju f’ na €2 koju nazivamo derivacijom funk-
cije f.
Svojstva derivacije

(i) Akoje f : Q2 — C holomorfna onda je i neprekidna na €.

(i) Akosu f, g : Q — C holomorfne tada:
1
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(1) Za sve A, i € C, funkcija Af + pg je holomorfna na Q i (\f + ug) =
A"+ g
(2) fgjeholomorfnanaQi(fg) = f'g+ fg.

(3) Ako g(z) # 0 za svaki z € €, onda je f holomorfna na € i
g

([)' _fl9-1d
g P

(iii) Akosu f : © — Cig: Qy — C holomorfne, pri cemu je f(2) C €y, onda je
g o f holomorfna na €2 i vrijedi

(go f)(2) =4 (f(2)f (2), z €.
Iz gornjega odmah slijedi da su polinomi holomorfne funkcije na C i da je derivacija
dana uobi¢ajenom formulom:
(2" 4+ ap 12" P+ b arz +ag) = na2" T+ (n—Da, 12" 2+ +ar.

Takoder, svaka je racionalna funkcija holomorfna na svojoj domeni.
Cauchy-Riemannovi uvjeti
Funkciju [ : Q — C, f(2) = u(z) + iv(z) identificiramo sa funkcijom f : Q C R? —

R?, f(z,y) = (u(z,y), v(z,y)).
Tada je f(z) holomorfna ako i samo ako je f(x,y) diferencijabilna i vrijede Cauchy-

Riemannovi uvjeti
Uy uy\ _ [a —b
v, v, ) \b a )’

pri ¢emu je f' = a + bi.
Eksponencijalna funkcija

Kompleksna eksponencijalna funkcija exp : C — C je definirana sa
exp(z) = e = exp(x +iy) = e” (cosy + isiny).

Funkcija exp je diferencijabilna kao funkcija sa R? u R? i vrijede Cauchy-Riemannovi
uvjeti, pa je exp holomorfna na C. Stovise vrijedi exp’(z) = exp(z).

Funkcija exp ima uobicajena svojstva eksponencijalne funkcije; posebno, 1% =
e*le*,

Restrikcija eksponencijalne funkcije na prugu —7 < Imz < 7 je homeomorfizam te
pruge na C bez negativnog dijela x-osi.

Inverzna funkcija je logaritamska funkcija (preciznije, glavna grana logaritamske funk-
cije):
In:C\ (—00,0] = R x (—7,7), In(z)=In|z| +iargz.
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Funkcija In je holomorfna na svojoj domeni, i derivacija joj je jednaka % To se moze
dokazati koristeéi Cauchy-Riemannov teorem, ali mi ¢emo to vidjeti integriranjem funk-
cije % po izvjesnim putevima.

Trigonometrijske i hiperbolne kompleksne funkcije

Neki daljnji primjeri holomorfnih funkcija su

) eZZ _ 6—22 elZ + 6—12
SiINg = ———, COSZ = —;

21 2
sin z CcoS 2

tgz = , tgz = — ;
COoS 2 sin z

z —Z z —zZ
e“—e e“+e
shz=———  chz=

2 2

Teorem. Neka je €2 podrugje i f : 2 — C holomorfna funkcija takva da je f'(z) = 0 za
sve z € (). Tada je f konstantna funkcija.

Dokaz. Znamo da je zasve z = z + yi = (x,y) iz Q
f'(2) = ua(,y) + vy (2, y) = vy (2, y) — iuy (2, y).
Dakle f’(z) = 0 povla¢i u, = u, = v, = v, = 0 na .

1z realne analize znamo da to povlaci da je f konstanta na ). U

Ako 2 nije podrudje tadaiz [/ = 0 na ) slijedi da je f konstantna na svakoj komponenti
povezanosti od €.

Putevi u

Sjetimo se da je put u € neprekidno preslikavanje v : [a, b] — €.
Tocke v(a) i v(b) su pocetak i kraj puta ~. Put je zatvoren ako je v(a) = (b).

Ako je zadana neka krivulja u kompleksnoj ravnini, onda svaki put ¢ija se slika podu-
dara sa zadanom krivuljom nazivamo parametrizacijom te krivulje.

Na primjer, gornja polukruZnica sa srediStem u ishodiStu radijusa 1 parametrizirana je
funkcijom
v:[0,7] = C, ~(t) =cost+isint =e".
KruzZnica sa srediStem u zy radijusa r parametrizirana je sa
v:[0,27] = C, ~(t) = 2o + re'.
Segment [z, z5] oznacavat ¢e nam duzinu u C koja spaja z; i z2. Jedna parametrizacija
segmenta [z1, 22| je

v:[0,1] = C, ~(t) =2z +t(z2 — 21)-

Put v = a + i3 je gladak (ili klase C) ako je funkcija v derivabilna i derivacija ' je
neprekidna. Znamo da je to ekvivalentno s tim da su realne funkcije realne varijable o 1
0 glatke.
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Put v = o + i3 je po dijelovima gladak (ili po dijelovima klase C*) ako je gladak
osim u konac¢no mnogo tocaka, to jest, ako postoje tocke
a=ty<t; <ty<...<t,=0b
tako da su restrikcije
F}/|[tk7tk+1}’ kJZO,...,n—l,
glatke funkcije.

Integral funkcije po putu

Neka je f : 2 — C neprekidna funkcija, te v : [a,b] — (2 gladak put. Integral
funkcije f duz puta v definiramo kao kompleksni broj

Lf = Lf(z)dz wf /abf(y(t))y’(t)dt:

/ Relf(+())y'(6))d + i / I (7(£))' () dt.

Ako je v po dijelovima gladak put, te a =ty < t; <ty < ... <1, = btoCke takve da
SU Y|ty tesa]> & = 0,...,n — 1, glatke funkcije, onda se integral funkcije / duZ puta v

definira kao

[ Z [ 6w

tr

Uocimo da, akoje f = u+iviy =« + 10, tada je

F@)Y @) = (u(y(®) +iv(y(t))
= (u(y(t)a'(t) —v(y(t
+i(u(y()8'(t) +v(y

~—

Slijedi da je
/ FO ) (e = / (ul(y (1)) (£) — (1 (1) B'(1))
T / (w1 (1) (8) + v(4(£))a (£)) .

Napomena. Funkciji f moZemo pridruziti vektorsko polje F' = (u, —v). Tada je realni
dio integrala f po < jednak integralu polja F' duZ -, dok je imaginarni dio jednak toku
polja F' kroz .

Ako pretpostavimo da je F klase C', i da je (slika od) 7 jednostavno zatvorena kri-
vulja ¢ije je unutarnje podrucje D “dovoljno dobar skup” sadrzan u 2, tada bismo mogli
iskoristiti Greenov i Gaussov teorem.

Greenov teorem bi nam dao da je integral /' duZ «y jednak integralu —v, — u,, po D, ali
ako je f holomorfna, onda je —v, — u, = 0 zbog Cauchy-Riemannovih uvjeta.
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Sli¢no, Gaussov teorem bi nam dao da je tok /' kroz «y jednak integralu u, — v, po D,
a ako je f holomorfna, onda je u, — v, = 0 zbog Cauchy-Riemannovih uvjeta.

Tako bismo mogli zakljuciti da je integral holomorfne funkcije po v kao gore jednak
0.

U kompleksnoj se analizi analogna tvrdnja zove Cauchyjev teorem, i dokazuje se jed-
nostavnije, uz slabije pretpostavke, kao Sto ¢emo vidjeti u sljedeéih nekoliko predavanja.

Primjer: Integral funkcije po segmentu

Ako su z1, z; € C tada je segment [z1, 25| parametriziran sa
v:10,1] = C, (t) =2 +t(z2 — 21)-
Ocito je v/ (t) = 2o — 21, paje

1
/[21,22} d;f /7f - (22 B Zl)/o f(zl + t(ZQ - Zl))dt-

Suprotan put

Zaput 7y : [a,b] — Q) definiramo suprotan put v, sa
v i [a, 0] =5 Q0 () =v(a+b—1).
Ako je put v po dijelovima gladak, onda je 1 put v~ po dijelovima gladak.

Uodite da je y([a, b]) = v~ ([a, b]), a poCetak i kraj puta v su upravo kraj i pocetak od
v
Zadatak: dokazite da je za svaku neprekidnu funkciju f : Q@ — C

[l

(To slijedi iz Teorema o zamjeni varijable za obi¢ni Riemannov integral.)
Suma puteva

Suma puteva 7y : [a,b] — Qi : [¢,d] — € takvih da je v(b) = (c) definira se kao
putn:[a,d—c+b — Q,

(1) ~(t), a<t<b;
M= 6(t+c—b), b<t<d—c+b.

Ako su v 1 ¢ po dijelovima glatki putovi, onda je i n po dijelovima gladak put.
Zadatak: dokaZite da je za svaku neprekidnu funkciju f : Q@ — C

Af—lf+lf

(To slijedi iz aditivnosti po podrucju obi¢nog Riemannovog integrala.)
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Lema (Fundamentalna ocjena integrala). Neka je f : 2 — C neprekidna funkcije i
v : |a, b] — Q po dijelovima gladak put.

/Wf

pri ¢emu je /() duljina puta -y, definirana sa

= [

M = maX.ey(ay) | f(2)]-
(Maksimum postoji jer je v([a, b]) kompaktan skup kao neprekidna slika segmenta, a
funkcija z — | f(z)] je neprekidna realna funkcija.)

Tada je

dok je

Dokaz. Uvedimo oznaku [ := [ f.
Ako je I = 0 onda nemamo S$to dokazivati. Zato pretpostavimo da je I # 0.

Kompleksni broj / zapi§imo u trigonometrijskom obliku
I =|Ile", gdieje p = arg I.
Tada je

H=ce=c [ )@= [ e romp o
= [ Rele w00 (@)t + i [ (e )y ).
Kako je || € R, dobivamo fab Im(e~ f(v(¢))Y(¢))dt =01

b
1= / Re(e" f(7(£))' (1)) .

Sada, jer je Re z < |z| za sve z € C, slijedi

|I|</}e‘“"f (1)) dt = /|f DIl (8)] dt

b
< [ (ol = e(a).
0
Primjer

Izracunajmo f71 |z|dz i fw |z|dz, ako su v, iy, dva puta s podetkom u —i te krajem u
1 zadana s
() =it, te[-1,1];

. m™ T
t)=¢€" tel-=, =]
Bty =, tel-7,7]
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Prema definiciji integrala je

1 1
i = [ o= [ i =
-1 -1

™
. /

7
o (B) | (£)dt = / ieitdt = 2.
Primitivna funkcija

VB

=
U
I\
I

(NE]
Ny

Primijetimo da smo u prethodnom primjeru dobili razli¢ite vrijednosti pri raCunanju
integrala iste funkcije po 71 1 72, iako su to putevi s istim pocCetkom i krajem. Situacija ¢e
biti drukcija ako funkcija koju integriramo ima primitivnu funkciju.

Neka je f :  — C funkcija. Funkciju £ : (2 — C koja zadovoljava
F'(z) = f(2), VzeQ
nazivamo primitivhom funkcijom od f na ().

Propozicija. Neka je f : 2 — C neprekidna funkcija koja ima primitivnu funkciju F' na
(). Tada za svaki po dijelovima gladak put v : [a, b] — € vrijedi

/szww»—me»

Dokaz. Ako je put v gladak, onda je
[+ = [ raenwd= [ Fowyod
= / (Foy)(t)dt = (Foy)(t)lg = F((b) — F(v(a)).

a

Ako je v samo po dijelovima gladak, onda gornje primijenimo na glatke dijelove od
1 zbrojimo rezultate.

Preciznije, nekasua =1y < t; < ... <t, = btakvidaje y
Tada koristeci ve¢ dokazanu formulu za glatki put imamo

sz=é§éiﬂ%mﬁwﬁ

— Z(F(y(tz)) — F(y(ti-1)))

i=1
= F(y(b)) = F(v(a)). m
Argumentaciju kao u zadnjem dijelu ovog dokaza ubuduce ¢emo Cesto preskakati;

razne tvrdnje za po dijelovima glatke puteve dokazivat ¢emo kao da su putevi glatki 1
podrazumijevati da se na kraju rezultati za glatke dijelove sumiraju.

t:_1,t;) gladak za svaki .
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Neovisnost o putu integracije

Iz gornje propozicije vidimo da ako f ima primitivnu funkciju na €2 te ako su v i 7
dva puta u {2 s istim pocetkom z; i krajem z,, tada je

LjZF%%%Vﬂzéf

Drugim rije¢ima, integral funkcije f ne ovisi o putu po kojem integriramo, tako dugo
dok taj put spaja fiksirane tocke z 1 z5.

Situacija je drukcija ukoliko f nema primitivnu funkciju, §to nam potvrduje i gornji

primjer.
[=]

za svaka dva po dijelovima glatka puta -, 7, u €2 koji imaju isti pocetak i kraj, onda
kaZemo da je integral od f neovisan o putu integracije.

Ako je f : 2 — C takva da je

Neovisnost integrala funkcije o putu integracije moZe se izreci i kao: f7 f = 0zasvaki
po dijelovima gladak zatvoreni put u €2.

Naime, pretpostavimo da je integral of f neovisan o putu integracije, i neka je v :
[a, b] — €2 zatvoren po dijelovima gladak put. Oznacimo ~y(a) = v(b) sa zo.

Tada je integral of f po ~ jednak integralu po konstantnom putu ¢ : [a,b] — €, ¢(t) =
20, jer ¢ ima isti poCetak i kraj kao . S druge strane, integral f po cje 0, jer je ¢ = 0.

Obratno, pretpostavimo da je fv f = 0 za svaki po dijelovima gladak zatvoren put u 2.
Neka su z1, 2o € 2 inekasu i 3 putevi u €2 s pocetkom u 27 i krajem u 2s.

Tada je suma puteva « i 5~, koju ozna¢imo s -y, zatvoren po dijelovima gladak put u
Q, pa je integral od f po 7 jednak 0. Slijedi da je

o:lf=lf+/’lef—éﬁ

Cauchyjev teorem za derivaciju. Neka je f : {2 — C neprekidna funkcija. Tada su
sljedece dvije tvrdnje ekvivalentne:

paje [, f =,

(1) Integral od f ne ovisi o putu integracije, ili ekvivalentno, f7 f = 0 za svaki po
dijelovima gladak zatvoren put v u €2;

(2) f ima primitivnu funkciju na €.

Dokaz. Ova je implikacija ve¢ dokazana (prethodna propozicija).

Pretpostavimo da je () povezan (inace promatramo pojedine komponente poveza-
nosti). Odaberimo neki zy € ().
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Za z € () neka je 7, neki po dijelovima gladak put u €2 od 2z, do z. (Takav uvijek
postoji; neprekidan put moze se zamijeniti po dijelovima glatkim, pa ¢ak i putem koji je
sastavljen od kona¢nog broja segmenata.)

Definiramo

F:Q—C, F(z /f

Uocimo najprije da, zbog toga Sto pretpostavljamo da vrijedi 1. iz iskaza teorema,
vrijednost F'(z) ne ovisi o odabiru puta +y, (koji po€inje u 2 i zavrSava u z).

Pokazazimo da je [ (z) = f(z) zasve z € ().

Zbog otvorenosti skupa €2 slijedi da za svaki z € 2 postoji r > 0 takav da je K (z,7) C
(). Tadazasve h € C, |h| < rvrijedi z+ h € K(z,7).

Ako je v, put od 2 do z, tada ¢emo za 7, uzeti sumu puta v, i segmenta [z, z + h].

Sada zaklju¢ujemo

F h) — F(z
F'(z) = lim (z+ 1) = hm / /
h—0 h h—0 h o .~

1
= lim — f=1lim — /fz+th(z+th)d

h=0h Ji, Z+h} h—0 h

= hm/ f(z+th)dt = ( f je neprekidna )

h—0

- /Ohmfz—i—thdt /f )/Oldtzf(Z)-

Primjer

Nekajer > 0iv(t) = re,t € [0,27]. Zan € Z vrijedi

n,. )0, m#E-1
/WZdZ_{Qm', n=—1.

. . n+1 e ey .o
Zaista, ako je n # Z 7 primitivna funkcija od z — 2" na C. Prema

prethodnom teoremu, integral ove funkcije po svakom zatvorenom putu iznosi 0.

Zan = —1 gornji integral racunamo po definiciji:

2T 2
/z_ldz = / (re) " triedt = z/ dt = 2mi.
v 0 0

Zakljuujemo da funkcija f : C\ {0} — C, f(z) = I, nema primitivnu funkciju (na
CA\{0D.

S druge strane, vidjet ¢emo da ista funkcija ima primitivnu funkciju na C bez zrake
{z € R|z < 0} - ta je primitivna funkcija logaritamska funkcija In.
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Integracija po rubu trokuta

Trokut u C je konveksna ljuska tri tocke 2, 21, 2o € C. PiSemo A =< 2¢, 21, 25 > .

Rub trokuta A sastoji se iz tri segmenta i zato je

/f:/ f+/ f+/ g
OA [ZQ,Z1] [21722] [227750}

Ve¢ smo vidjeli kako raCunamo integral po segmentu, npr.

= 20 21 — 20)) (20 21— 20))d
/[z i | #e et = o) o+ o = 2oy
= (2’1 — 2’0)/0 f(ZO + t(Zl — Zo))dt

Goursat-Pringsheimov teorem. Ako je f holomorfna funkcija na 2, tada je

/ f=0, VYACQ.
OA

(Uocimo da je pretpostavka da je Citav trokut A sadrzan u €2, ne samo njegov rub 0A.)
Dokaz. Induktivno éemo konstruirati niz trokuta
A=AyD...DA, DA D...

sa svojstvima:

(a) ‘ffmn f‘ <4 )faAml aE

I

(b) opseg od A, je dvostruko veéi od opsega od A, 1.
Prvi trokut Ay ve¢ imamo. Ako pretpostavimo da smo konstruirali A,,, pokazimo kako
definirati A, 1.
Trokut A, razdijelimo njegovim srednjicama na trokute AD AP AP AW,

Sada definiramo A, ;1 kao onaj medu trokutima AS), Ag), Ag), ALY koji ima svojstvo

da je
/ f‘z/ ], i=1,..4
0An11 8A£f>
Tada je
4 4
f‘: / fl< / f‘§4/ 11,
/BA" ; AN ; NG OAn i1

pa je (a) ispunjeno.

Zasvakit = 1,...,4 su stranice trokuta AP dvostruko manje od odgovarajucih stra-
nica trokuta A,,, pa je ispunjeno i (b).
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Sada imamo niz zatvorenih padajuéih (s obzirom na inkluziju) skupova ¢iji dijametar
teZi u 0, pa po Cantorovom teoremu o presjeku slijedi da postoji w € €2 tako da je

(A, = {w}.

n>0

Funkcija f je derivabilna u w, $to po definiciji znaci da za svaki € > 0 postoji o > 0
tako da je K (w,d) C Qi

0.2) (z € K(w,0),z # w) = ‘W—f’(w) <e.
Uz oznaku r(z) := f(z) — f(w) — f'(w)(z — w), (0.2) daje
0.3) r(2)| <elz —w|, Vze K(w,d).

Za svaki n € N imamo
[ re= [ g [ () ) - s
A A, An

Prema Cauchyjevom teoremu za derivaciju, za svaki po dijelovima gladak zatvoren put
~vu €2, pa posebno i za 0A,, vrijedi

| U@+ F@e-wyiz=0, vaeN,
A,
(jer podintegralna funkcija ima primitivnu funkciju).

Prema tome, imamo

(0.4) / f(z)dz = / r(z)dz, Vn €N,
oA, oA,

Odaberimo ny € N takav da je A, C K(w,d) za sve n > ny.
Neka je O opseg trokuta A i O,, opseg trokuta A, zan € N.
Uocimo da vrijedi

(0.5) |z —w| < 0,, z€0dA,,

paiz (0.3) imamo

£
max,eon, |7(2)| < €0, © 2—nO.

Prema fundamentalnoj ocjeni integrala slijedi

1
(0.6) / r| < max.egn, [1(2)] - O, < (i -0)(=-0) = £ .02
A 2n 2n 4n
Konac¢no, imamo
(a) (0.6)
/f§4"/ f@zl”/ rl < -0
0A 0An A,

Zbog proizvoljnosti od ¢ slijedi |f8A f‘ =0, odnosno [, f = 0. O



